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Notes on Modem Algebra. 
By Cav. Faà de Bruno, Turin. 



1. Application du Théorème donne par l'Auteur sur le Développement des Fonctions. 

Le théorème que j'ai déjà donné en 1875, comme on peut voir dans mon ouvrage 
(Théorie des Formes Binaires, p. 311), préeité qui m'a été revendiquée dans ce 
journal même par M. Sylvester (voir année 1879, p. 351) nous permet de décou- 
vrir une belle propriété des covariants. 

D'abord, si (f> est un covariant d'une forme donnée/ = (c%,a 1 ....«„) (x ,y) n , 
et si nous posons, 

8 ^«o^ + 2«i^ + 3a 2 ^ + ...., (1) 

il est aisé de voir qu'en appellant c m le dernier coefficient de ^», supposé d'ordre 
m, on aura cette nouvelle propriété que 

4> = é*c m . (2) 

On y arrive facilement en ayant égard à la propriété qui ont les coefficients de 
se déduire du premier ou du dernier par des différentiations successives (voir la 
susdite " Théorie," p. 188). 

Or par le théorème cité, il s'ensuit que, puisque <f> = ê x c m , on obtiendra <j> en 
développant c m lorsqu'on y remploie : 

a par A = a , 

a x " A 1 = a x + a x, 

«2 " A 2 = a 2 + 2a x x + a 9?> 

a s " A s = a 3 + 3 a 2 x + 3 a t ce 2 + a x z . 

On a donc ce théorème : 

Tout covariant est le développement d'un diférentiant où au lieu des a on met les A 
correspondants. 
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Exemples. Prenons ainsi la cubique 

a x 3 + 3 a t x 2 y + 3 02 x y 2 + a z y 3 ', 

le eovariant quadratique sera le développement de <\ a 3 — al transformé en 
A L A 3 — A\. On aura ainsi (y = 1), 

(oo a 2 — a 2 ) ce 2 + (a a 3 — «! 03) x + a x a 3 — a|= (o^ + a x) (a 3 + 3 a 2 x + 3 a x x 2 + a ^3) 

— (a 2 ■+- 2 a t x + a ^j 2 - 

On aura aussi pour le eovariant quadratique de la quintique, en négligeant les 
termes superflus en x 8 , x 4 , 

(a a é — • 4 a x a 3 + 3 al) x 2 + (a a & — 3 a^ a 4 + 2 a 2 a 3 ) x + 0^ c% — 4 a 2 a 4 + 3 a| 

= (% + a x) (a 5 + 5 a 4 x -f- 10 c^ x 2 ) — 4 (o^ + 2 o^ x + ax 2 ) (a é + 4 a 3 x + 6 a 2 x 2 

+ 3 (a 3 + 3 02 x + 3 o^ x 2 ) 2 . 

Ajoutons encore que comme (v. " Théorie," p. 130) nous avons démontré que 

A i = e s A i ,et que par conséquent A i _ 1 = - S — Ai, et ainsi, de suite, on conclura 

en vertu de l'équation (2) que tout eovariant est une fonction symbolique de S 
appliquée au dernier terme a n . Ainsi pour tout eovariant quadratique <f) il viendra 

$= ^=1) <?*<*« • e Sx &a»- j? (^ , Sa») 2 . 

La fonction même/ sera 

f=e°*a n . 

2. Sur un Théorème dans les Déterminants. 
Soit un déterminant 

A t AA 1 à?A l . . . . AM 



Z> = 



B AB t A 2 B X .... A n B 



tel que chaque colonne soit élément par élément déduite de celle qui précède 
par l'opération quelconque A, on aura 

AD = 

si la dernière colonne est une suite de constantes par rapport à A. 

En effet par un principe connu sur la différentiation des déterminants, le 
résultat se réduira au déterminant D où la dernière colonne sera opérée par A, 
et par l'hypothèse admise, tous les éléments seront 0. 

Ce théorème peut faciliter beaucoup de recherches et de démonstrations. 
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Exemples. Soit le déterminant 



Z> = 



xyz 


xy + 3/2 + zx 


a; + y -\-z 


1 


yzt 


yz + zt + ty 


y -\-z-\- t 


1 


ztx 


zt + tx + ccz 


z+ t-\-x 


1 


txy 


te + «y + y£ 


t -\-x-\- y 


1 



et posons 
il viendra 



d d . d d 

A ~55 + dy ~T"dz "r ^' 



et par conséquent par un théorème connu (voir notre "Théorie des Formes 
Binaires "), D sera le produit des différences x — y , y — z , etc. 

D = (x — y) (y — z) {z — t) (t — x) (x — z)(y — t). 

On trouverait par le même procédé (A = 0^+ 8 y -+- S a + 8 t ) 

= (x + y + zf,(x + y + zf,x + y + z,l 

jy = D 2 , D étant le produit ci-dessus. 
Exemple 2 e . Soit 



B = 



„m „m, 



p , p'"p , 

p m ~ 1 q 



'm 






q m £ m "Y .... q' m 

Posons A =/^ + q'^, 

a' d d 

A =P dTp>+ 9. d-q" 

* = P Tj + P Tq" 

On pourra obtenir le déterminant Z), en opérant à volonté par A, ou par A', A", 

* Ce déterminant est le même qu'on retrouve dans le catalecticant quand on veut démontrer qu'il est un 
covariant (voir l'ouvrage ci-dessus, p. 726). 
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A"', sur la première colonne, ou sur la dernière colonne, sur la première ou sur 
la dernière ligne. De sorte qu'on aura par le théorème ci-dessus, 

P dp ^ 9 dq U > 

dD ■ . dD . 

p w + q w = > 

dD , dD _ 

dD , dD _ 

9 df + 9 W ~ °* 

Ajoutons que comme D est une fonction évidemment homogène en ^> , q ,p', q, 

on a encore 

dD . . dD , dD . , dD _ _ 






en appellant 2 //, le degré de D. 

On tire des 4 équations ci-dessus, 

dD , dD_ _ , dD 

P dp ~ 9 ~dY — ° >P dp' 

d'où 

dD , dD dD , dD _ 

P^ë+P W~ 9^~ 9 dY~ Q 

En la combinant avec celle d'Euler, il vient 

dD . , dD T . 

P^+P dp7 = P< I) > 



dD , dP 

9 dq ~^~ 9 dq' 



Or les, systèmes 



dP , dP 
P lb ~l~P dp 



/xD 



dD . , dD _ 

9^ + 9 dy — i 1 - 



dD , dD 

p-dq-+P dY 







dp 

dD ,^D_ n 

9 dp "T" 9 dy — u 

conduiront par intégration, tous les deux indifféremment à l'équation 

<£ log D = fjid log (^ç — p'q), 

d'où D = (pq — p'q*)a, 

a étant une constante, qu'il est aisé de voir = 1. Ainsi il serait démontré très 
facilement que le déterminant D est une puissance simplement du binôme 
pq—p'q. 
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Exemple 3 e . Soit 

D = 



log* x log X 1 
log* y log y 1 
log z log z 1 



etA = x^ + 2/^r+z^; il s'en rendra que D satisfait à cette équation 






3. >Swr «Hé Propriété du Jacobien. 

M. Clebsch donne dans sa " Théorie des Formes Binaires," page 119, un 
théorème sur le carré d'un Jacobien, qu'il démontre à l'aide de ses notations 
symboliques. Comme je crois qu'il est utile pour le progrès de l'analyse que 
l'on puisse se passer autant que l'on peut de ces notations, afin d'habituer les 
élèves à attaquer directement les questions par l'analyse ordinaire, j'ai pensé de 
donner ici une démonstration de ce théorème, que l'on peut énoncer ainsi. Le 
carré du Jacobien de deux formes donnés est une fonction quadratique homogène de ces 
mêmes formes. 

Soient <f> , */; les deux formes données de degré m , n, respectivement. Posons 

tfx <f>'y — j n\ 

En rappellant l'équation d'Euler x<$>' x + yj>' y = nicf), l'équation (1) pourra 
s'énoncer ainsi : 

! %<Vx + ytfxy + & , x<f>"y + y4>y + <& 

En développant le déterminant, et en observant que 



= mn I. 



4>" 

il viendra 






+ 



<f>'x 4>"v 
$x "Pxy 



M 



# 



xy 
// 
xy 



4>'v 

*Py 



$x 



tf'xy 
tf'xy 



ou encore 



-{-xy 



<f>x 



<t>y 

YV 

xy 



J xy 



V 



xy 



+ 2/ 2 ' 









+ 



<t>y 



4>'x 

«/4 



4>v 



= (m + n — z) I, 



= (m — 1) (n— 1)1, 



= (m - 1) - 1) I. 
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Or, élevons au carré, et multiplions par — 2, il viendra 



2 xy 



af 



4>n ~~ 2 4>w 

$x ~~ 2 tfxy 



4>x 
4>v 



y' — xy x 

<l>x 4>% <l>v 

¥x $"y «/»» 

Posons maintenant 

<ï> = x 2 ^ + 2xy <& + tf$; = m (m -l)<j> 
V = x 2 ^ + 2xy C + y^y = n (n - 1) xfj 

K = 4>'x <f>y ~ (4>wY 

K' — Xj/x tfy — (C) 



-2(m-lf(n—lfP. 



Y 



K" — <f>'x ^y — 2 (f/Jéy \}l"y + <f>y Xfl'x 



(2) 






<ï> 


■vjr 


<ï> 


2K 


K" 


x]/ 


K" 


2K' 



On aura, en multipliant ligne par ligne, 

2 (m - lf(n - IfP = - 

d'où 

(m - 1) 2 (« - lfl 2 = - ($ 2 K' - <D¥K" + ^ 2 K). 

Mais si l'on appelle J , H, H', H" le Jacobien, les Hessiens et l'Hessien 
simultané débarrassés de leur coefficients numériques, on aura 

/= m 2 nJ, K= m 2 (m -lf II, K' = n 2 (n-l) 2 H' , K" = mV (m — 1 ) a (n — 1 ) 2 H", 

et par conséquent 

J 2 = - (<f> 2 H' - <f>xl>H" + xfH)* (3) 

relation qu'il s'agissait de démontrer. 

Exemple. Soit <f> = ax 2 + 2 bxy + cy 2 , i// = a'a; 2 + 2 b'xy + c'y 2 le coefficient de 
x 4 dans le s/ 2 de ces deux formes sera 

(àb f - dbf = -{a 2 (de - b' 2 )- ad {ac' + de - 2 66') + d\ae -b 2 )), 

comme il est aisé de vérifier. 

4. Pour faire Suite à la Démonstration du Jacobien. 

La formule que nous avons donnée suppose essentiellement que <£ et \\i soient 
exprimés sous forme binomiale. Lorsque cela n'a pas lieu, et que les coefficients 



* M. Clebsch dans le second membre, au Heu du facteur — 1, il trouve le facteur — J, probablement ce 
sera d'après quelques hypothèses faites sur les formes elles-mêmes. Mais notre formule laisse les formes et les 
Hessiens tels qu'on les entend généralement. 
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sont quelconques, alors il est aisé de voir en remontant à la démonstration que 
la formule deviendra celle-ci : 

{m-lf{n-lfJ % ^-{m\m-l)^m'-mn{m-l){n-l)^H''+n\n-lf^H}. 

Exemple 1. D'une forme cubique donnée, soient (7 2 , 2 , C 3 , 8 les covariants, 
A le discriminant. Alors on a 

J=C 3 , 8 77' = - A A=(ad-bc)-h(ac-b 2 )(bd-<?),E=mC 2 ,z 

et il viendra 

<7 3 2 , 3 = -(An 2 + M7 2 3 , 2 ). 

relation connue (voir ma "Théorie des Formes Binaires"). 

Exemple 2. Partons de la forme canonique de la quartique 

u = x i + 6 yx^y 2 + y*. 

Soit v = yx 4 + (1 — 3 y 2 ) x 2 y 2 + yy 4 son covariant de 4-ordre, 7 2 , 7 3 ses inva- 
riants quadratiques et cubiques. Nous poserons <f> = u, rjf — v, J= 6 hw. 
On trouve (voir même ouvrage p. 241) que l'Hessien de l'Hessien est 

= 36 I 3 u — 12 I 2 v. 

On trouve aussi que 77", l'Hessien simultané de u et de v est = 1 + 3y 2 = 7 2 t«. 
D'ailleurs 77 est l'Hessien de u = v. On aura donc pour le carré du covariant 
sextique de la quartique 

81 . 6 hw 2 = - [16 . 9 . 12 u 2 (3 7 8 m - I t v) - 16 . 9 . 2 AI 2 *« 2 i> + 16 . 9 . 12 . 12 . « 3 ], 
ou w 2 = — [7 3 i« 3 — 7 2 w 2 « . + /b 3 ], 

ce qui est bien la relation cherchée entre l'es invariants et covariants fonda- 
mentaxix de la quartique. 

Exemple 3. Soient C 2 , 2 = hx 2 + Mxy + JVy 2 , C 6 , 2 = T'a; 2 + Fxy + 6y 2 les 
covariants de 2 e ordre de la quintique, il viendra 

2hx + My ,Mx + 2 Ny 2 
2Fx + Fy ,Fx + 2by 

= -h\C\, 2 {hEb-F 2 )-C 2 , 2 C z , z {2hb + 2NE-MF)+Cl, 2 {ihN-M 2 )}- 

Si l'on a recours aux formes canoniques de la quintique et de ses covariants, 
dues à M. Sylvester, il viendra en posant 
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<7 2 , 2 = «ex 2 + (ac + bc — ab) xy + bcy*, 

V@,2 — a 2 b 2 c 2 (x 2 + xy + # 2 ), 

j 4 = a % 2 + & 2 c 2 + cW - 2 a&c (a + 6 + c), 

/ 3 = a 2 & 2 c 2 (a& + ac '+ bc), 

I\% == a 4 & 4 c 4 , 
cette relation algébrique 
aW {(aJ - 6c) x 2 + 2 ry (ac - 6c) xy + (ac - ab) y*} = - {3 Cf , 2 J M - 2 C 2 , 2 C„ , I 8 - Cl, 2 1 4 }. 

Si, au contraire, dans la formule générale ci-dessus, on prend pour (j> et \ft les 
covariants C 2 , 2 C s , 3 , le Jacobien, à un coefficient numérique près, fournira C 5 , 3 . 
On trouvera pareillement que le Hessien de C 2 , 2 est J 4 ; que le Hessien de C 3 , s 
est 4 C 6 , 2 ; que le Hessien simultané de (7 2 , 2 et C 3 , 3 est 4 C 5 , j , ou le covariant 
linéaire de 5 e degré. Cela posé, on aura cette relation, que je crois nouvelle, 
entre quelques covariants de la quintique : 

^6 5 3 == !■" ^2 > 2 ^3 ? 3 ^5 > 1 4 C 2 , 2 C 6 , 2 9 G 3 , 3 -Z4. 

On conçoit qu'à l'aide de la formule, que nous avons démontré d'une façon 
directe, on pourra trouver beaucoup d'autres relations analogues. 

5. Sur la Résolution de la Quartique. 

On sait que toute quartique peut être réduite par une transformation linéaire 
à la forme canonique 

a; 4 + 6 /ia?y 2 + y i . 

Or, en appellant S le module de la transformation, on aura 

J 2 = (1 + 3 /x 2 ) S 4 , I 3 = - ij?) S 6 , A = Ii - 27 / 3 2 = (1 - 9 ^ 2 ) 2 S 12 . 
Il viendra par conséquent, en posant ^ = y, 

(1 + 3 yf ^ 



(l-%) 2 



k, 



d'où f + (1 - 3 k)f + ^ 3 ~y + ^ = 0. 

De la on déduit que le discriminant A' de cette cubique est 

A '=(i) ! * ! ( 1 - i )> 

J 2 , 16 2 I 2 

et comme 1 — k — — 27 ~r, il viendra A' = — -„v £ 2 -f- "'• 

A- 27 A- 
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Or si ûkc 3 + 3 bx^y + 3 cxy 2 + dy 3 représente une cubique, la racine est ex- 
primée par 

ax = — b + \2~ 2V / 5+V2+2^' 
où B = (ab - bcf — 4 (oc — 6 2 ) (bd — c 2 ), A = 3 abc - éd - 2 & 3 , 
cette valeur de .4 donnant dans notre cas 

__ 18 7c (& - 1) (3 k - 1) - 2 & 
j4 — 27 • 

Ainsi on aura 

3 k — 1 1 

/*" = — 3~~ + 3 ^9 (* - 1) (3 k - 1) - 1 - 8 <jT=k 

+ 3 ^9(i--l) (3*-l)-l + 8 S/T^T; 

d'où l'on déduit que /a 2 ne dépend que de l'invariant absolu -^ .* 

Note. Si I % ' = A )H . = ^ 

6. BêsoMion de la Quintique dans le Cas ou I ls = 0. 

Soit l'équation canonique 

W + my 5 — n(x-\- yf = 0, (1) 

à laquelle correspond l'invariant 

J 18 = 4 /, 5 m 5 n 3 (? — m) (l — n) (m — n). 

Comme nous avons remarqué dans notre "Théorie des Formes Binaires," 
lorsque J 18 = 0, les deux valeurs ou paramètres, auxquels peut se réduire la 

quintique, à savoir X = - , /x = — , sont égales ; ainsi on peut poser ? 2 m> ce q ue 

par la valeur de 7 18 on pourrait prévoir. Alors la quintique (1) devient, en dé- 
signant par a une constante, 

a (x* + 1) + (x + l) 5 = 0, 

dont les racines sont évidemment réciproques. En enlevant la racine — 1, il 
vient 

* Et que la résolution de la quartique peut être ramenée à celle d'une quadratique double à un paramètre 
dépendant de l'invariant absolu ~ . 



Faa de Bruno : Notes on Modem Algébra. 163 



(1 + a) x 4 + X 3 (4 - a) + x 2 (6 + a) + X (4 + a) + 1 + a = 0, 

z, se transforme en 

(1 + a) z 2 + (h -a) z + 4-2 = 0, 



qui, en posant x + - = z, se transforme en 



d'où on tirera 



(2) 



— " - 4 + V^ (a - 4 ± V- 10 a~(6 + °) + 2 (g - 4) yft g (a - 4) 
X ~ 4 (1 + a) 

Si a = 5, on trouve pour les 5 racines 

_ _ i - 1 ± V 13 ^ 1 ± V 17 ^ 
a?! — 1 , X2 , 3 = ~ , x 4 , 6 — . . 

Et en général pour toute valeur de a, l'expression (2) fournira les 4 racines 
de la quin tique en outre de la racine — 1. 



